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INTRODUCAO AOS MODELOS VAR

Conceitos e definicoes

Limitacdes de outros modelos:

» Modelos de equacgdes simultaneas

* Modelos de fungao transferéncia de Box-Jenkins
Modelos VAR:

» Cristopher A. Sims - Prémio Nobel da Economia em 2011,

“Macroeconomics and Reality” (Econometrica 48, 1-49, 1980)

* Permitem avaliar o impacto dindmico das perturbac¢des aleatérias sobre

0 sistema de variaveis.

» Trata todas as variaveis simetricamente sem impor qualquer restrigao

quanto a independéncia e dependéncia entre elas
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INTRODUCAO AOS MODELOS VAR

Conceitos e definicoes

» A expressdo matematica do modelo VAR de ordem p ou,

simplesmente, VAR(p) € dada por:
\]/f :A{) +A1\/r—1 +"'+Ap‘ﬁ—p +&;,
Y, =(Yy,....Y,) €umvector de k variaveis enddgenas,

A, é um vector de termos independentes,

A....,A, sao matrizes de coeficientes e

g =(gy,....8,) € um vector de perturbacdes aleatérias néao

correlacionadas com os seus proprios valores passados e nao
correlacionadas com nenhuma das variaveis do segundo membro,
embora possam estar contemporaneamente correlacionadas, e com

matriz de covariancias Q ndo singular.

Jorge Caiado 3



MODELOS VAR

Condicoes de estabilidade/estacionaridade

Condic¢des de estabilidade/estacionaridade:

Considere-se um modelo VAR(1) bivariado na sua forma matricial,

{Yu } _ {am } N {aﬂ 312}[’/1,11 } N {gu } |
£ dyg Ay Ay Y:z,r—1 &gt

ou, de forma abreviada,

Y. =A+AY L+ &,
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MODELOS VAR
Condicoes de estabilidade/estacionaridade
Resolvendo o sistema atraves de sucessivas itera¢des, obtém-se

Y, = A+ A(A + AY, e )T e
Y, = Ao+ Ado+ A, + A, + 2,

Y. =(+A)A +A12Yr—2 +AE L&

Yr :(’+A'1 +”'+’a‘1n)A0 + ' t—n—1 +Zﬂ'1{8r—f
i=0
Pode verificar-se que A" converge para zero a medida que n — = . Se todos

os valores proprios da matriz A, tiverem modulo inferior a 1, entao
(1 A+t ADA > (1= A A

Demonstragédo: Ver Lutkepohl (2005)
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MODELOS VAR

Condicoes de estabilidade/estacionaridade

Deste modo, pode apresentar-se a solugcado de Y, através de um processo

estocastico da forma

Yy=u+ ZAﬂfgt—f
i=0

O processo VAR(1) diz-se entdo um processo estavel se todos os valores
proprios da matriz A, tém modulo inferior a 1. Esta condi¢c&o € equivalente a

pedir que as raizes da equacao

det(/~AL)=0, para |L|<1.
se encontrem fora do circulo unitario. Para processos VAR(p) de ordem p >1,

a condi¢cdo de estabilidade € as raizes da equacao
det(/-AL----—AL")=0.

se encontrem fora do circulo unitario.
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MODELOS VAR

Condicoes de estabilidade/estacionaridade
Exemplo: Lutkepohl (2005). Considere-se um processo VAR(1) tri-

dimensional:
\# a,, 05 0 0 Yu_1 &y
Y, |=lay |+ 01 0.1 0.3 YQH +| &g

Yol lan| [0 02 03]y, | |&

Calculemos as raizes do polinomio det(/—AL).
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MODELOS VAR

Condicoes de estabilidade/estacionaridade

=28, =0, a,=a,=06¢e a,=a,, =03
(a) Modelo VAR(1) estavel
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MODELOS VAR

Condicoes de estabilidade/estacionaridade

a,=1a,=0a,=1a,=-03a,=02a, =02

(b) Modelo VAR(1) instavel
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MODELOS VAR

Condicoes de estabilidade/estacionaridade
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Estimagao do VAR(1) instavel simulado e raizes do polinomio
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MODELOS VAR

Representacao médias moveis

Sob as condigdes de invertibilidade do VAR, o processo Y, tem a seguinte
representacdo medias moveis (MA),
_1 2
Y= u+(—AL— AL & = u+ I+ P L+ L2+ ),

= U+ ilﬂa}_f,

=0

Os coeficientes v na representacao medias moveis sao obtidos atraves de um

processo recursivo a partir da relac&o de identidade,

(I—AL— —ALPN + WL+ L2+ )

l.

Exemplo: Retome o exemplo do processo VAR(1) tri-dimensional (Lutkepohl,

2005) e calcule os pesos MA
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MODELOS VAR

Estimacao

Problemas que se colocam na estimacgao (para além da escolha das variaveis

e da ordem de desfasamento):

» Elevado nimero de parémetros (sobreparametrizacdo) do modelo

(k=n+pn’ parametros)
» Colinearidade dos regressores (que pode invalidar os testes-t)

Como os segundos membros das equag¢des do sistema VAR contém apenas

os valores desfasados das variaveis enddgenas e 0s erros g Sao nao

correlacionados com 0s seus valores passados, cada equacao do sistema

pode ser estimada pelo método dos minimos quadrados (OLS).

Um outro aspecto importante na estima¢do do modelo VAR prende-se com a
guestao das variaveis serem ou ndo estacionarias. Alguns autores, como
Sims (1980) e Sims, Stock e Watson (1990), recomendam a estimacao do

VAR em niveis mesmo que as variaveis contenham uma raiz unitaria.
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MODELOS VAR

Estimacao

Consumo
40,000

35,000 4

30,000 4

25,0004

20,000 4

15000 T T T T T T T T T T T T T T T
1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Log Differenced Consumo
.03

024

.014

.004

-.01

-.02 |

-.03

T T T T T T T T T T T T T T T
1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Exemplo de aplicag¢do:

Para ilustrar a estimagdo do modelo VAR, foram recolhidos os dados das

contas nacionais trimestrais das variaveis Consumo (CONS), Investimento

(INVES) e Rendimento Disponivel (REND),

2010:4°T (64 observacdes trimestrais).
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MODELOS VAR

Estimacao

No output EViews, podemos retirar a seguinte informacgao:

Estimativas, desvios padréo e racios-t (para cada uma das equacbes
do VAR);

Coeficiente de determinac¢éo e coeficiente de determinacéo ajustado;
Soma de quadrados dos residuos;

Erro padrao da regresséo;

Valor observado da estatistica F;

Critérios de informagao AIC e BIC (selec¢ao de modelos);

Média da variavel dependente e respectivo desvio padrio;

Determinante da matriz de varidncias e covariancias dos residuos
(ajustado dos graus de liberdade);

Determinante da matriz de variancias e covariancias dos residuos;

Funcdo de verosimilhanga (assumindo uma distribuicdo normal
multivariada);

Critérios de informagao AIC e BIC (selec¢do da ordem do VAR),

Vector Autoregression Estimates

Date: 06/21/12 Time: 15:44

Sample (adjusted): 1995Q4 2010Q4
Included observations: 61 after adjustments
Standard errors in ( ) & t-statistics in [ ]

DLOG(CONS) DLOG(INVEST) DLOG(REND)

Jorge Caiado

DLOG(CONS(-1)) -0.111180 0.639770 0.108127

(0.16078) (0.71060) (0.06900)

[-0.69151] [ 0.90033] [ 1.56699]

DLOG(CONS(-2)) 0.042851 -0.517545 0.007353

(0.16799) (0.74248) (0.07210)

[ 0.25508] [-0.69705] [0.10199]

DLOG(INVEST(-1)) 0.070000 -0.068725 0.006717

(0.03795) (0.16773) (0.01629)

[ 1.84445] [-0.40972] [ 0.41241]

DLOG(INVEST(-2)) -0.024471 0.056318 -0.001293

(0.03862) (0.17067) (0.01657)

[-0.63370] [ 0.32998] [-0.07801]

DLOG(REND({-1)) 0.786827 3.513150 0.552204

(0.35408) (1.56490) (0.15196)

[2.22220] [ 2.24497] [ 3.63386]

DLOG(REND(-2)) 0.151804 -1.437060 0.149534

(0.31765) (1.40390) (0.13633)

[0.47790] [-1.02362] [ 1.09688]

(o} 0.001997 -0.016686 0.001848

(0.00277) (0.01223) (0.00119)

[0.72163] [-1.36432] [ 1.55571]

R-squared 0.411149 0.191011 0.704329

Adj. R-squared 0.345722 0.101123 0.671477

Sum sq. resids 0.002722 0.053166 0.000501

S.E. equation 0.007100 0.031378 0.003047

F-statistic 6.284013 2.124999 21.43925

Log likelihood 218.9735 128.3235 270.5729

Akaike AIC -6.949951 -3.977819 -8.641733

Schwarz SC -6.707720 -3.735587 -8.399502

Mean dependent 0.012142 0.007706 0.011203

S.D. dependent 0.008777 0.033096 0.005316
Determinant resid covariance (dof adj.) 2.33E-13
Determinant resid covariance 1.62E-13
Log likelihood 638.6107
Akaike information criterion -20.24953
Schwarz criterion -19.52284
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MODELOS VAR

Estimacao
Inverse Roots of AR Characteristic Polynomial

Roots of Characteristic Polynomial 1.5
Endogenous variables: DLOG(CONS) DLOG(INVEST)
DLOG(REND)
Exogenous variables: C 1.0~
Lag specification: 1 2
Date: 06/21/12 Time: 15:45

Root Modulus 0.5 -
0.867983 0.867983 .
-0.551871 0.551871 0.0 4 . . - .
-0.279844 0.279844
0.247912 0.247912 ¢
0.044060 - 0.194002i 0.198943
0.044060 + 0.194002i 0.198943 0.5 -
No root lies outside the unit circle.
VAR satisfies the stability condition. 1.0 4

-1.5 T T T T T

-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5
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MODELOS VAR

Previsao
Suponha que estimou um modelo VAR(p) bivariado da forma

Y, =A +AY, +'”+Apyr—p+gf’ com Y, = (Y, Yy )
e pretende prever os valores futuros das variaveis Y,, e Y,,.

Supondo que Q,={Y_s<t} contem toda a informacdo do sistema até ao

momento f (presente e passada), e seja Y,(h) o preditor a h passos (onde t é

a origem da previsdo e h o horizonte da previsao). Entdo, o preditor com
menor erro quadratico médio (EQM) de previsdo com origem em t e

horizonte temporal de h periodos é o valor esperado condicional
E(Y.n) = E(Y.0|Q )= E(Y.,[iY,.s <t}).
O EQM do preditor Y,(h) € definido por

EQMY,(h]=E[(Y,., - Y.(MXY.., - Y.(M)].
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MODELOS VAR

Previsao
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MODELOS VAR
Previsao

A optimalidade do valor esperado condicionado implica que
E(Ye)= Ay + AE (Yo )+ + AE(Venp),

onde &, é assumido como sendo um ruido branco independente, E,(s,,)=0.
Se ¢ e &, nao forem independentes mas apenas nao correlacionados,

E,(,.,), em geral, ndo & igual a zero (para mais detalhes, veja-se Lutkepohl,

2005).
Para h=1, tem-se:

E(Yia)=A +AY, +-+ A,

t—p+1
Para h=2, tem-se:
E(Yio)= A+ AE (Y )+ AY, ++AY,

p ' t—p+2

Procedendo assim recursivamente, obtém-se para um modelo VAR(1)

E(Y,,)=(+A +--+A™)A +AY,
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MODELOS VAR

Previsao

O valor esperado condicional tem as seguintes propriedades:

(i) E[Ye, —E(Y.)]=0

iy  EQMIE(Y,,)|= EQMIE,(Y.., V.Y, ..

r+h

Exemplo: Retomando o modelo VAR(1) tri-dimensional (Lutkepohl, 2005):

Y,] [a,] [05 0 07Y.| [e
Y, |=|a [+[01 01 03|V, |+ &,
Y, | |a 0 02 03|y, | |&

Assumido que Y, =(Y,,.Y,,. Y5, )=(-635) e A, =(a,5,8,,84)'=(0,2,1)", obtenha

previsdes a 1 e a 2 passos para este processo VAR.
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MODELOS VAR

Previsao

A determinacdo dos intervalos de previsdo assenta nos seguintes

pressupostos:

- Os erros &, tém distribuicdo normal multivariada, &, ~N(0,Z,)
- Os termos ¢, e ¢, sao independente para s #t.

Sob estas condigdes, os erros de previsao sao normalmente distribuidos

como transformacdes lineares de vectores normais,

h—1

Y., Y.(h)= Z‘.Pr'gt—h—f' ~N(O,X,(h)),
i=0

Daqui sai a distribuicéo dos erros de previsao:

Y,in = Y,u(h)
o, (h)

~N(0/1),
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MODELOS VAR

Previsao

E assim, tem-se:
PV, (h)=2,,0,(h) <Y, <Y, (h)+Z2,,0,(h)=1-a
E sai o seguinte intervalo de previséo a 100(1-«)%:

Y. . (h)—z,,,0,(h).Y (h)+z,,0.(h)|

Exemplo: Retomando os dados do exemplo anterior, e assumindo que:

225 0 0
.= 0 10 05
0 05 074
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MODELOS VAR

Previsao

Consumo
42 000
40,0004 | — consumo
——- Previsao
38,000 - St
/\‘///
36,000 S
34,000
s204—+—Mm 1+ 77—
LI T 1O Y T 11 A I T T AV O T VA I T T
2005 2006 2007 2008 2009 2010
Investimento
11,000

10,000 |
9,000 /__,/\\,/

8,000 4
—— Investimento

7,000 4 | ——- Previsdo

6000 +—+——1 1 +—T T T T
LI L 1 1 1 " | 1 L O T 1 A

2005 2006 2007 2008 2009 2010

Exemplo de aplicacao:

Para exemplificar a aplicagcdo da metodologia VAR em previséao, utilizaram-se
mais uma vez os dados das variaveis macroeconomicas Consumo (CONS),
Investimento (INVES) e Rendimento Disponivel (REND). Para avaliar a
qualidade preditiva, truncaram-se as Ultimas 4 observagdes trimestrais de
2010:1°T @ 2010:4°T (“post-sample period”) e utilizaram-se as observac¢des de
1995:1°T a 2009:4°T (“training sample”) para o ajustamento do modelo

VAR(2) em niveis e em diferencas de logaritmo.

Rendimento
135,000

1300004 M Rendimento -
—— Previsdo
125,000 - f,,,/ )

120,000 4

115,000 4

110,000 4

105,000 +———————— e
(V1 | 1L A 11 AV O I | [ A
2005 2006 2007 2008 2009 2010
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MODELOS VAR

Previsao

Erros de previsdo (REQM e EPAM) dos modelos VAR(2) estimados

Erros de previséo Consumo Investimento Rendimento
VAR(2) em niveis
REQM 214.220 246.452 1012.501
EPAM 0.48% 2.29% 0.67%
VAR(2) em diferencas
REQM 308.151 241.802 540.431
EPAM 0.64% 2.86% 0.33%

Exercicio: Compare estas previsdes com as previsdes obtidas com base no
modelo ARIMA(2,1,0) univariado de Box-Jenkins.

Jorge Caiado
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MODELOS VAR

Causalidade a Granger

A definicdo de causalidade entre duas variaveis foi inicialmente introduzida
por Granger (1969) — Pémio Nobel da Economia em 2003, tendo
posteriormente sido popularizada por Sims (1972). Granger (1969) introduziu

o conceito de causalidade, tendo por base duas condi¢des fundamentais:

() O futuro nao pode causar (ou prever) o passado, ou seja, a
causalidade estrita pode ocorrer apenas com os valores passados a

causar os valores presentes ou futuros;

(if) O conceito de causalidade deve ser definido apenas para processos
estocasticos (ndo sendo relevante a sua analise para processos

deterministicos)

A ideia base do conceito de causalidade a Granger, que a seguir se

apresenta, é a de que X, causa Y, se a informacdo passada da variavel X,
permite melhorar as previsées da variavel Y, , isto &, se Y, for melhor previsto
com base nos valores passados de X, e Y, juntos do que apenas com os

t

valores passados de Y, .

Jorge Caiado
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MODELOS VAR
Causalidade a Granger

Formalizando, supondo que ), contém toda a informacéo do universo até ao
momento t (presente e passada) e €, , toda a informacao do universo até ao
momento -1 (passada), X contém toda a informacao presente e passada da
variavel X, isto é, X ={X_s<t} e X* apenas a informagado passada de X,,
isto &, X*={X_s<t}, assim como Y={Y_s<t} e Y*={Y_s<t}, e sendo

Y, (1) e X,(1) os preditores a um passo das séries Y, e X,, respectivamente.

(a) Causalidade. Diz-se que X, causa Y, se
EQM(Y,(1}Q,,) < EQM(Y, (1}, - X*)
(b) Causalidade instantdnea. Diz-se que X, causa instantaneamente Y,

se
EQM(Y,(1}Q, ) < EQM(Y, (1|2, — X)

Jorge Caiado 29



MODELOS VAR

Causalidade a Granger
(c) Feeback. Diz-se que existe causalidade bidireccional (ou feedback)
entre X, e Y, se

EQM(Y,(N)Q2, ;) < EQM(Y, (1], — X*)

EQM(X,(Q,_,) < EQM(X,(1)©2,_, - Y*)

(d) Feeback instantaneo. Diz-se que existe causalidade bidireccional
instantanea (ou feedback instantaneo) entre X, e Y, se
EQM(Y,(1)©, ) < EQM(Y, (1), - X)

EQM(X. (1, )< EQM(X, (1), - Y)

Jorge Caiado 26



MODELOS VAR

Causalidade a Granger

Testes de causalidade bivariada

Considere-se um processo VAR(p) bivariado estacionario da forma,
{Xﬂ_. "'5'10}+ A1 Q21 {XMJ_M_. Gu1p  Gi2p Xip _{51;} (1)
Y | @20 8y11 @xq | Yiy | @21p @2p | Yy Eo¢
onde (g,,&,, ) € um processo ruido branco bivariado com valor esperado igual

a zero e matriz de variancias e covariancias:

5|

Var(au ) COV(&‘“SQF )}
CoV(eye,) Var(ey)

No sentido da definicdo de causalidade a Granger, pode dizer-se que Y, ndo
causa X, se na primeira equacao do sistema (1) ndo se encontrarem valores

desfasados da série Y;,
Qipy =8y =-=8p, =0. (2)
Da mesma forma, diz-se que X, n&o causa Y, se na segunda equagéo do

processo (1) ndo aparecem valores desfasados da série X,,

Ayqq =Gg1p = =8y, = 0. (3)
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MODELOS VAR

Causalidade a Granger

(i) Teste directo. Consiste em estimar pelo método dos minimos
quadrados a primeira equacéo do sistema (1) sem e com as restricdes
impostas em (2), respectivamente, e testar a nulidade conjunta dos

pardmetros associados aos valores desfasados da variavel Y, da

relacdo sem restricoes, através de um teste-F, usando a estatistica

F - (SAR ~SQR)p. 4
SQR/T -2p—1)

gue segue uma distribuicdo Fcomp e T —2p — 1 graus de liberdade.

(i) Teste Sims. Consiste na regresséo Y, sobre os valores passados,

presentes e futuros de X,
m n k
Y=c+> hY_ +> bX_ +>dX_ +n, (5)
i=1 j=0 I=1

onde os erros 7, sao nao correlacionados com X, paratodootes. A

hipétese de que Y, ndo causa X, pode ser testada através de um teste

F a nulidade conjunta dos coeficientes associados aos valores futuros

da variavel X,, isto é, a hipétese nula H, :d,=d, =---=d, =0.
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Causalidade a Granger

(iif) Teste de GMD (Geweke, Meese e Dent, 1983) propuseram um método

nao parametrico para a estimagao da regressao (5), assumindo que 0s

erros 1, podem ser caracterizados por um processos autoregressivo da

forma 7, =¢7'(L)v,.

Exemplo de aplicacdo: Para ilustrar o teste bivariado de causalidade a
Granger, recolheram-se dados das séries da inflagdo homdloga e taxa
de juro de empréstimos a sociedades n&o financeiras em Portugal
(Fonte: Banco de Portugal) entre Janeiro de 2003 e Abril de 2012, num
total de 88 observagdes mensais, como se pode observar na figura

seguinte.
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Causalidade a Granger

Pairwise Granger Causality Tests
Date: 03/07/12 Time: 15:28
Sample: 2003M01 2012M04

Lags: 4

Null Hypothesis: Obs  F-Statistic Prob.
TJURO does not Granger Cause INFL 108 6.20547 0.0002
INFL does not Granger Cause TJURO 2.89645 0.0258
Pairwise Granger Causality Tests

Date: 03/07/12 Time: 15:29

Sample: 2003M01 2012M04

Lags: 8

Null Hypothesis: Obs  F-Statistic Prob.
TJURO does not Granger Cause INFL 104 3.44964 0.0017
INFL does not Granger Cause TJURO 1.57422 0.1443

Teste de causalidade a Granger (teste directo) entre inflagao e taxa de juro

em Portugal, p=4 e p=8
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Causalidade a Granger

Pairwise Granger Causality Tests
Date: 09/13/13 Time: 12:23
Sample: 2003M01 2012M04

Lags: 4

Null Hypothesis: Obs F-Statistic Prob.
DTJURO does not Granger Cause DINFL 107 3.59041 0.0089
DINFL does not Granger Cause DTJURO 2.95113 0.0238

Pairwise Granger Causality Tests
Date: 09/13/13 Time: 12:24
Sample: 2003M01 2012M04

Lags: 8

Null Hypothesis: Obs F-Statistic Prob.
DTJURO does not Granger Cause DINFL 103 3.04717 0.0046
DINFL does not Granger Cause DTJURO 2.00368 0.0554
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Causalidade a Granger

Teste de Wald para a causalidade a Granger
No contexto multivariado de um modelo VAR(p), a relacdo de causalidade a

Granger pode ser definida através da representacdo médias moveis (MA) do
VAR,

Y, =u+ i‘{’,s:,_,- =u+¥(L)e,,com ¥(L)= (I + WL+ + ) (6)
=0

Diz-se que a variavel Y, nao causa (no sentido de Granger) a variavel Y, se
todos os coeficientes do polinomio ‘(L) forem iguais a zero, isto &, se

v =0k=12,..

Exemplo de aplicagdao: Retomando os modelos VAR estimados para as
variaveis consumo, investimento rendimento disponivel, a aplicacédo do teste

de causalidade a Granger/exogeneidade conduziu aos seguintes resultados:
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Causalidade a Granger

Jorge Caiado

AR Granger Causality/Block Exogeneity Wald Tests
Date: 09/12/14 Time: 17:29
Sample: 1995Q1 2010Q4
Included observations: 61

Dependent variable: DLOG(CONS)

Excluded Chi-sq df Prob.
DLOG(INVEST) 4 357592 2 0.1132
DLOG(REND) 10.20305 2 0.0061
All 17.31045 4 0.0017

Dependent variable: DLOG(INVEST)

Excluded Chi-sq df Prob.
DLOG(CONS) 1712176 2 04248
DLOG(REND) 5219635 2 0.0735

All 7.802276 4 0.0991

Dependent variable: DLOG(REND)

Excluded Chi-sq df Prob.
DLOG(CONS) 2542580 2 0.2805
DLOG(INVEST) 0.193758 2 09077

All 4 653887 4 0.3247

Testes de causalidade a Granger para as varidveis consumo,
investimento e rendimento disponivel em Portugal através do VAR(2) em
diferencas do logaritmo
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Causalidade a Granger

Testes com variaveis ndo estacionarias
Como a maioria das séries econdémicas sao nao estacionarias ou /(1), na

estimacéo do VAR devemos ter aten¢ado aos seguintes aspectos:

- Na estimac&o de um VAR com todas as variaveis [(0), os testes baseados

nas estatistica t e F séo apropriados;

- Se as variaveis forem todas /(1) e nao cointegradas, é possivel estimar o

VAR em primeiras diferencas e aplicar os habituais testes de causalidade;

- Se as variaveis forem todas /(1) e cointegradas, ndo & possivel escrever o
VAR em primeiras diferencas e os testes de causalidade ndao podem ser

usados com base nas estatisticate F.
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Funcoes de resposta a impulsos

A funcao de resposta ao impulso define o efeito do choque exdégeno de

uma perturbacado aleatoria sobre os valores presentes e passados das

variaveis endégenas..

Considerando um modelo simples VAR(1) bivariado:

{ﬁr}:{am}Jr{an 312}{ﬁ,r1}+{5ﬂ] (1)
Yo 8y 8y 8y || Yo, Eat

ou, usando a representacdo MA, Y, = u + Z;‘Pjgr_f. :

{Yﬂ} _ z +ir£’11(fi) Uﬁz(f:)} Et-i | 2)
Yo Y, | T wall) vyl e
onde P, = A' é a i-ésima matriz de coeficientes da representacdo MA de um

processo VAR(1) e pode ser usando para determinar os efeitos dos choques

de &, e &, sobre as variaveis Y, e Y,do sistema. Em particular, (i),

v (), wiu(i) e vy, (i) séo designados por funcdes de resposta a impulsos.
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Funcoes de resposta a impulsos
Na relacéo (1), a componente comum aos termos &, € &, € totalmente
atribuida a e, porque e, precede ¢,. Deste modo, ¢, € o termo de
perturbagcdo de Y, e &, vai ser transformado para remover a componente
comum a e, através do metodo de factorizagdo de Choleski, que consiste em
aplicar uma transformacédo P as perturbacées e, =(g,,&,,) para que estas
venham n&o correlacionadas, isto &, u, =Pe, ~(0,D), onde u, =(u,,u,,) € um

vector de perturbacdes ortogonais com matriz de covariancias diagonal.

Uma vez que a decomposicdo de Choleski € um método arbitrario de
atribuicdo de efeitos comuns, a alteracdo da ordem das equacgdes no VAR
pode alterar dramaticamente as respostas aos impulsos, como referem
Hamilton (1994) e Lutkepohl (1991). Como alternativa, Pesaran e Shin (1998)
propuseram uma funcdo de resposta a impulsos generalizados que nao
depende da ordem pela qual as variaveis se encontram no VAR, que consiste
na aplicacdo de um factor de Choleski especifico para cada variavel no
sistema VAR.
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Funcoes de resposta a impulsos

Response to Cholesky One 5.0 Innovations+2 S E.

Response of DLOG{COMS) to DLOG{CONS)

Response of DLOG{CONE) io DLOG{INVEST)

Responsa of DLOG[CONS) 1o DLOG{REND)

Funcdes de resposta a impulsos do modelo VAR(2) para consumo,
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investimento e rendimento em diferencas de logaritmo
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Decomposicao da variancia

Enquanto as funcbes de resposta ao impulso tragcam os efeitos de um choque
de uma variavel enddgena sobre as restantes variaveis no VAR para
descrever a dinamica do sistema, a decomposi¢cdo da variancia atribui a
variacdo de uma variavel endégena em termos das perturbacdes ortogonais
no sistema VAR. O método de decomposicdo da variancia mede assim a
Importancia relativa de cada perturbacdo aleatéria para as variaveis do
sistema VAR.

Num modelo VAR(1) bivariado da forma Y, = A, + AY,_, + &, 0 valor esperado

condicionado da previsdao com origem em t e horizonte de h periodos, é dado

por
E(Yen) =Y () =1+ A+ + AT A + ATY,,
e o respectivo erro de previsao por

B N 2 h1
Y —Yi(h)=¢, + A T ATE o+t €t
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Decomposicao da variancia

ou, através da representacao MA,

h—1

= v = 'y U
Yrm_yf(h)—z I;SM?_,- =&.pT 115 +---+¥ e

t+h—1 h=1"t+1
i=0
A variancia do erro de previsao de Y, (h) vem dada por:

EQMLY, ,(h)]=E(Y,,., =Y, (h)f =v{(0) + v () + - +wi(h=1)
o (0) +ywt, () + -+ (h—1)

A partir desta expressao, podemos decompor a variancia do erro de previsao

em propor¢cdes/percentagens devidas a cada uma das perturbacdes

aleatorias.

Jorge Caiado 39



MODELOS VAR

Decomposicao da variancia

Jorge Caiado

Variance Decomposition of DLOG(CONS):
Period SE DLOG(CONS) DLOG(INVEST) DLOG(REND)

1 0.007100 100.0000 0.000000 0.000000
2 0.007933 83.27839 9.686854 7.034754
3 0.008336 79.11290 5.808612 12.07848
4 0.008547 76.69364 9.875227 1343114

Variance Decomposition of DLOG{INVEST):
Period SE DLOG(CONS) DLOG(INVEST) DLOG(REND)

1 0.031378 34 22963 6577037 0.000000
2 0.033603 34 68274 57.50109 7.816170
3 0.033930 3420743 57.76279 3.029780
4 0.034251 34 24077 56.68558 9.073652

Variance Decompaosition of DLOG(REND):
Period SE DLOG(CONS) DLOG(INVEST) DLOG(REND)

1 0.003047 14.74404 §.229891 77.02607
2 0.003775 26.17680 8.357387 6546582
3 0.004317 2847211 9.287687 62.24020
4 0.004668 2997014 9.228669 60.80119

Cholesky Ordering: DLOG(CONS) DLOG(INVEST) DLOG(REND)

Decomposicao da variancia do erro de previsdo do modelo VAR(2)

para consumo, investimento e rendimento em diferencas de logaritmo
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Seleccao da ordem

Um dos principais testes estatisticos para seleccionar a ordem do modelo
VAR baseia-se no racio de verosimilhancas (LR). De acordo com Sims
(1980), o teste de LR consiste em estimar um modelo VAR de ordem p (sem

restricdes) e um modelo de ordem p—r (com restricoes) e testar a nulidade

conjunta dos coeficientes associados ao modelo sem restricées.

Em geral, deve comecar-se por estimar um VAR de ordem elevada e
comparar com um VAR de ordem inferior em um desfasamento, e reduzir
sempre um desfasamento a cada um dos modelos até se consequir rejeitar a

hipétese nula.

Exemplo de aplica¢do: Retomado os dados das variaveis macroeconomicas
portuguesas, Consumo, Investimento e Rendimento disponivel (em diferencas
de logaritmo). Para testar a hipotese nula da especificagdo VAR de ordem 2

contra a de ordem 3, 0s passos a dar sao os seguintes:
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Seleccao da ordem
H, : VAR(2) contra H, : VAR(3)

VAR(3) em diferengas de logaritmo (sem restrigoes)

Determinant resid covariance (dof adj.) 2.55E-13
Determinant resid covariance 1.47E-13
Log likelihood 630.9481
Akaike information criterion -20.03160
Schwarz criterion -18.98443

VAR(2) em diferencas de logaritmo (com restricoes)

Determinant resid covariance (dof adj.) 2.33E-13
Determinant resid covariance 1.62E-13
Log likelihood 638.6107
Akaike information criterion -20.24953
Schwarz criterion -19.52284
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Seleccao da ordem
H, :VAR(1) contra H,:VAR(2)

VAR(1) em diferencas de logaritmo

Determinant resid covariance (dof ad].) 2.47E-13
Determinant resid covariance 2.02E-13
Log likelihood 642.2448
Akaike information criterion -20.33048
Schwarz criterion -19.91877

Consideracoes:

- O teste do racio de verosimilhancas (LR) &€ um teste baseado na teoria
assimptotica,

- O teste LR s6 ¢é aplicavel guando um dos modelos € uma versao restrita do
outro modelo.

- Como alternativa, foram desenvolvidos outros testes de selec¢cdo da ordem de
desfasamento, como sejam os testes de FPE (Final Prediction Error), AlC
(Akaike’s Information Criterion), BIC (Bayesian Schwarz’s Information Criterion) e

HQ (Hannan-Quinn Information Criterion).
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Seleccao da ordem

Teste do erro de previsdao minimo (FPE)

Baseado na estatistica de Akaike (1969, 1971), consiste em escolher a ordem
do VAR que minimiza uma func¢&o do erro quadratico médio de previsdo. Em

geral, escolhe-se o VAR(p) que produz o menor erro final de previsao “final

prediction error” obtido através da expressao:

el

FPE:[T+np+1J

T —np—1

onde T & o numero de observacdes, n é o numero de variaveis, p € a ordem

do VAR e ‘EE‘ e o determinante da matriz de variancias e covariancias dos

residuos.
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Seleccao da ordem
Teste de Informacao de Akaike (AIC),

Determina a ordem p do VAR que minimiza o seguinte critério

2pn

AIC=InE |+

Teste Bayesiano de Informacao de Schwartz (BIC)
Utiliza o critério

BIC=Inz, |+£pn

Teste de Informagao de Hannan-Quinn (HC)

Foi introduzido por Hannan e Quinn (1979) e Quinn (1980) como alternativa
aos testes AIC e FPE, por estes sobreestimarem a ordem p do VAR guando o

numero de variaveis n do sistema for reduzido. O critério HC & definido por:

2InInT n?
P
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Seleccao da ordem

VAR Lag Order Selection Criteria
Endogenous variables: DLOG(CONS) DLOG(INVEST) DLOG(REND)
Exogenous variables: C
Date: 20/110/13 Time: 16:57
Sample: 1995Q1 2010Q4
Included observations: 58

Lag LogL LR FPE AIC SC HQ

0 264.5891 NA 7.81e-13  -19.36514  -19.25857  -19.32363
1 606.0491  77.20150" 2.55e-13* -20.48445" -20.05815" -20.31840"
2 611.8743  10.24431 2.85e-13  -20.37498  -19.62895 -20.08439
3 615.7963 6.491538 3.42e-13  -20.19987  -19.13413  -19.78474
4 624.3985  13.34825 3.52e-13  -20.18615  -18.80068  -19.64649
5 628.2707  5.608046 4.28e-13  -20.00933 -18.30414  -19.34513

* indicates lag order selected by the criterion
LR: sequential modified LR test statistic (each test at 5% level)

FPE: Final prediction error

AIC: Akaike information criterion
SC: Schwarz information criterion

HQ: Hannan-Quinn information criterion

Jorge Caiado
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Avaliacao do diagnostico

O correlograma dos residuos fornece-nos as correlagdes cruzadas
amostrais dos residuos estimados do VAR para um numero determinado de

desfasamentos (lags). Seja r,, (/) o coeficiente de correlagdo do mn-ésimo
elemento da matriz de autocorrelagées dos residuos, R.(/). Um teste a

hipétese nula de que o verdadeiro coeficiente de autocorrelacdo é zero

(hipétese de ruido branco), H, : p (=0,

nn

(/)=0, contra a alternativa H,: p

nr

utiliza a seguinte regra de rejeicao:

Rejeita-se Ho se |r,, (1) > 2/ T

Exemplo de aplicagdo: Dados macroecondmicos de Portugal do consumo,

Investimento e rendimento disponivel.
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Avaliacao do diagnostico

Gor{DLOG(CONS). DLOG{CONSH-l)

Autocomelationswith 2 Std Em. Bounds

Cor[DLOG(CONS),DLOG{INVEST)Y-i))

CorDLOG{CONS), DLOGREND (-}

Jorge Caiado

Correlograma dos residuos do modelo VAR(2) em diferencas de
logaritmo: CONS/INVEST/REND
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Avaliacao do diagnostico

AR Residual Cross-Correlations
Ordered by: variables
Date: 09/12/14 Time: 17:45
Sample: 1995Q1 2010Q4
Included observations: 61

DLOG(CONS) DLOG(INVEST) DLOG(REND)
DLOG(CONS) 1.000000 0.585061 0.383980
DLOG(CONS(-1)) -0.012680 0.028377 0.015092
DLOG(CONS(-2)) 0.003981 -0.105584 -0.044829
DLOG(CONS(-3)) -0.007514 0.127011 0.029724
DLOG({CONS(-4)) -0.044878 0.165571 0.066740
DLOG(CONS(-5)) -0.010557 0.041950 -0.001122
DLOG({CONS(-6)) 0.117553 -0.005895 0.070571
DLOG(CONS(-7)) 0.103953 0.223588 0.030317
DLOG(CONS(-8)) -0.100515 -0.111976 -0.036108
DLOG(INVEST) 0.585061 1.000000 0.457306
DLOG(INVEST(-1})) -0.035850 0.017019 0.007153
DLOGI(INVEST(-2)) 0.046673 -0.047238 -0.083224
DLOGI(INVEST(-3)) 0.173499 0.186251 0.018141
DLOGI(INVEST(-4)) -0.196655 -0.027893 0.168578
DLOGI(INVEST(-5)) -0.077383 -0.051214 -0.034837
DLOG(INVEST(-6)) 0.028794 0.035407 0.035144
DLOG(INVEST(-7)) 0.064134 0.224161 0171487
DLOG(INVEST(-8)) -0.099171 -0.122309 0.025934
DLOG(REND) 0.383980 0.457306 1.000000
DLOG(REND(-1)) -0.003824 -0.008381 0.006256
DLOG(REND(-2)) 0.049258 -0.033825 0.047563
DLOG(REND(-3)) 0.126557 0.164726 0.084398
DLOG(REND(-4)) -0.234260 -0.164663 -0.142036
DLOG(REND(-5)) -0.096915 -0.041283 0.066689
DLOG(REND(-6)) 0.140436 0.101301 0.051545
DLOG(REND(-7)) -0.084371 -0.080344 -0.082489
DLOG(REND(-8)) -0.069085 -0.194914 -0.367262

Asymptotic standard error (lag=0). 0.1258037

AR Residual Cross-Correlations
Ordered by: lags
Date: 09/12/14 Time: 17:47
Sample: 1995Q1 2010Q4
Included observations: 61

DLOG(CONS) DLOG(INVEST) DLOG(REND)
DLOG(CONS) 1.000000 0.585061 0.383980
DLOG(INVEST) 0.585061 1.000000 0.457306
DLOG(REND) 0.383980 0.457306 1.000000
DLOG(CONS(-1)) -0.012680 0.028377 0.015092
DLOG(INVEST(-1)) -0.035850 0.017019 0.007153
DLOG(REND(-1)) -0.003824 -0.008381 0.006256
DLOG(CONS(-2)) 0.003981 -0.105584 -0.044829
DLOG(INVEST(-2)) 0.046673 -0.047238 -0.083224
DLOG(REND(-2)) 0.049258 -0.033825 0.047563
DLOG(CONS(-3)) -0.007514 0.127011 0.029724
DLOG(INVEST(-3)) 0.173499 0.186251 0.018141
DLOG(REND(-3)) 0.126557 0.164726 0.084398
DLOG(CONS(-4)) -0.044878 0.165571 0.066740
DLOG(INVEST(-4)) -0.196655 -0.027893 0.168578
DLOG(REND(-4)) -0.234260 -0.164663 -0.142036
DLOG(CONS(-5)) -0.010557 0.041950 -0.001122
DLOG(INVEST(-5)) -0.077383 -0.051214 -0.034837
DLOG(REND(-5)) -0.096915 -0.041283 0.066689
DLOG(CONS(-6)) 0.117553 -0.005895 0.070571
DLOG(INVEST(-6)) 0.028794 0.035407 0.035144
DLOG(REND(-6)) 0.140436 0.101301 0.051545
DLOG(CONS(-7)) 0.103953 0.223588 0.030317
DLOG(INVEST(-7)) 0.064134 0.224161 0.171487
DLOG(REND(-7)) -0.084371 -0.080344 -0.082489
DLOG(CONS(-8)) -0.100515 -0.111976 -0.036108
DLOG(INVEST(-8)) -0.099171 -0.122309 0.025934
DLOG(REND(-8)) -0.069085 -0.194914 -0.367262

IAsymptotic standard error (lag=0): 0.128037
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Avaliacao do diagnostico

O teste de autocorrelacao de Portmanteau utiliza a estatistica Q de Ljung-
Box/Box-Pierce multivariada para testar a autocorrelacdo dos residuos até a

ordem h, com base nas seguintes hipdteses estatisticas
Hy, R, =(R,R,,---,R,)=0 contra H,:R, #0

O software EViews fornece duas estatisticas: a estatistica Q,

~ ~

1A Al
DC:' 0)

Y

h n o on h A,
Q, =TI tr[RRAIRR)=T> trlC
i=1 (=1
e a estatistica Q ajustada (isto €, com correc¢ao para pequenas amostras),
h

Q,=T>>(T-iy'tr(C;

i=1

A n oA O ‘
-1 —1 A oA
0 Cj' 0 ), Onde Cj — ? Z 8:8;_;‘
t=r+1
Sobre a hipotese nula de auséncia de autocorrelacédo até a ordem h, ambas

as estatisticas tém distribuicdo aproximadamente do Qui-quadrado com
k*(h—p).
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Avaliacao do diagnostico

O teste LM (Lagrange Multiplier) de autocorrelagcao assume que o vector

dos erros segue um modelo VAR da forma ¢, =D, , +D,e, , +---+D,e, , + v,
onde v, € um ruido branco e D. é uma matriz kxk diagonal, em que os

elementos diagonais s&o as raizes quadradas dos elementos diagonais de C,

. Para testar a hipdtese nula de auséncia de autocorrelacao até a ordem h,
Hy,:D,=D,=---=D, =0, contra a alternativa, H,:3D,#0,j=12..h,

efectua-se a regressao auxiliar dos residuos sobre os regressores originais do
segundo membro do VAR e sobre os residuos desfasados. A estatistica do
teste LM, A4, (h) (ver Lutkepohl, 2005, p.172-173), tem distribuicao
assimptética do qui-quadrado com hk® graus de liberdade.

Quando a ordem de autocorrelacao h € elevada, o teste LM exige muitos
graus de liberdade para correr a regressao auxiliar e a estatistica do teste nédo

pode ser calculada nos termos habituais. Dai que seja mais conveniente,

proceder ao teste LM de autocorrelacdo com base na regressao auxiliar,

ét =+ A1K_1 e Ap\‘/:—p + Dh"é‘:t—h + uf’

e testar e

Jorge Caiado H,:D,=0 contra H,:D, #0. ol



MODELOS VAR

Avaliacao do diagnostico

VAR Residual Portmanteau Tests for Autocorrelations
MNull Hypothesis: no residual autocorrelations up to lag h
Date: 09/12/14 Time: 17:41

Sample: 1995Q1 20100Q4

Included observations: 61

Lags Q-Stat Frob. Ad) Q-5Stat Prob. df
1 0.344378 NA* 0.350117 NA* NA*
2 2.975000 NA® 3.069913 NA* NA*
3 8772398 0.4585 9167177 0.4220 9
4 24 58228 0.1369 26.08652 0.0978 18
5 26.89948 0.4692 28 61062 0.3800 27
6 3027735 0.7370 32.35699 0.6426 36
7 40.14157 0.6775 43.49990 0.5356 45
8 54 41396 0.4586 59.92660 0.2695 54

“The test is valid only for lags larger than the VAR lag order.
df is degrees of freedom for (approximate) chi-square distribution

Teste portmanteau de autocorrelacdo dos residuos do modelo
VAR(2) em diferencas de logaritmo: CONS/INVEST/REND
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Avaliacao do diagnostico

VAR Residual Serial Correlation LM Tests

MNull Hypothesis: no serial correlation at lag order h
Date: 09/12/14 Time: 17:43

Sample: 1995Q1 201004

Included observations: 61

Lags LM-Stat FPrab
1 6.746934 0.6634
2 13.84649 0.1279
3 9.827132 0.7571
4 1599215 0.0670
5 2496649 0.9810
6 3.407400 0.9459
7 10.10247 0.3423
8 19.98439 0.0180

Probs from chi-square with 9 df.

Teste LM de autocorrelacao dos residuos do modelo VAR(2) em
diferencas de logaritmo: CONS/INVEST/REND
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Avaliacao do diagnostico

Em seguida, apresentam-se testes de normalidade multivariada dos

residuos.

No caso multivariado, € necessario escolher uma factorizagéo dos k residuos

que sejam ortogonais a si poprios. Seja g um processo ruido branco

gaussiano k-dimensional, com ¢, ~N(0,X.) e seja P uma matriz kxk

triangular inferior com elementos diagonais positivos (ver Apéndice A.9.3 de
Lutkepohl, 2005), tal que:

PP=%

UI = P_18f -~ N(O:’k ):

onde U, é um ruido branco com media zero e matriz de variancias e

covariancias dada por

T, =PT'S (P)=1,.
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Avaliacao do diagnostico

Para construir o teste, vamos definir os estimadores dos 3° e 4° momentos:

1 T
m, =(M,5,M,,..., M) com m, :?Zu.
t=1

1< 4 .
m, =(m,,,M,,,...,m_) com m, :?Zu,r L 1=12..,K
t=1

Entdo, como &, € um ruido branco gaussiano com matriz de variadncias e

covariancias ndo singular, com g, ~N(0,X_), tem-se o seguinte resultado:

m, ¢ 6, 0]
ﬁ{mrsj%’v[o’{o 24IKD

Demonstrac&o: ver Lutkepohl, 2005, p. 174-175.

Como as componentes de m, e m, sao independentes e normalmente

distribuidas, podemos construir duas estatisticas do qui-quadrado, somando

0s quadrados de cada um destes momentos.
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Avaliacao do diagnostico

Para testar as hipoteses sobre m, (skewness),

u u
H,:E| "> =0 contra H,:E| "> |#0,

recorre-se ao teste estatistico

d
Askew = Tm§m1/6—>12(ﬁ<)

Para testar as hipoteses sobre m, (kurtosis),

1 [3] up | 3]
! 3 : 3

H,:E U?f =| . |=3,contra H, : E u?‘ £ . 1=3,,
_U:t_ 3] _U:f_ 13

recorre-se ao teste estatistico

Morr = T(m, —3,) (m, ~3,)/245¢2(k) =
Jorge Caiado 906
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Avaliacao do diagnostico

Para testar conjuntamente as duas hipoéteses nulas,

Coa- - 4
| Uy Uy 3
| 3 4
u u 3
) 2t | _ . 2t | _ _
HSD . E' R — O /’A‘. HK{] - E . — — 3k
3 4
|_Ukr_ U | 13

usa-se o teste estatistico

d
. . 2
Mo = Askew + hurr =1 (2K)

O software EViews permite a escolha das seguintes factorizagdes da matriz P:
- Decomposicao de Choleski (Lutkepohl, 2005);
- Decomposic¢ao de Doornik-Hansen (Doornik e Hansen, 1994);

- Decomposic¢ao de Urzua (Urzua, 1997).
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Avaliacao do diagnostico

Teste de normalidade dos residuos (ortogonalizacdao de Cholesky)

AR Residual Normality Tests

Orthogonalization: Cholesky (Lutkepohl)
MNull Hypothesis: residuals are multivariate normal

Date: 09/12/14 Time: 17:48
Sample: 1995Q1 2010Q4
Included ohservations: 61

Component  Skewness Chi-sg df Prob.
1 -1.258107 16.09214 1 0.0001
2 -0.047046 0.022502 1 0.8808
3 0.155889 0247065 1 0.6191
Joint 16.36170 3 0.0010
Component Kurtosis Chi-sg df Prob.
1 5.279751 13.20971 1 0.0003
2 2.770697 0.133641 1 0.7147
3 4781936 8.070546 1 0.0045
Joint 2141390 3 0.0001
Component Jarque-Bera df Prob.
1 29.30185 2 0.0000
2 0.156143 2 0.9249
3 8.317611 2 0.0156
Joint 37.77560 6 0.0000

do modelo VAR(2) em diferencas do logaritmo: CONS/INVEST/REND
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M O D E LO S VA R AR Residual Normality Tests
Orthogonalization: Residual Correlation (Doornik-Hansen)
. ~ ~ 7 . MNull Hypothesis: residuals are multivariate normal
Avaliacao do diagnostico Date 09/12/14 Time: 17:50
Sample: 1995Q1 2010Q4
Included observations: 61
Component  Skewness Chi-sq df Prob.
1 -0.771014 6.110109 1 0.0134
2 -0.096192 0113010 1 0.7367
3 -0.036940 0.016713 1 0.8971
Joint 6239833 3 0.1005
Component Kurtosis Chi-sq df Prob.
1 3507858 0755371 1 0.3848
2 2 675954 0.001290 1 09714
3 4 772948 12.03639 1 0.0005
Joint 12.79305 3 0.0051
Component Jarque-Bera df Prob.
1 §.865481 2 0.0323
2 0.114300 2 09445
3 12.05310 2 0.0024
Joint 19.03268 6 0.0041

Teste de normalidade dos residuos (ortogonalizacdo de Doornik-
— Hansen) do modelo VAR(2) em diferencas do logaritmo:CONS/INVEST/REND —
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Avaliacao do diagnostico

Teste de normalidade dos residuos (ortogonalizacao de Urzua) do

AR Residual Normality Tests

Orthogonalization: Residual Covariance (Urzua)

MNull Hypothesis: residuals are multivariate normal

Date: 09/12/14 Time: 17:51
Sample: 1995Q1 2010Q4
Included observations: 61

Component  Skewness Chi-sq df Prob.
1 -0.629010 4.434895 1 0.0352
2 -0.384884 1.660460 1 0.1975
3 0.111867 0140272 1 0.7080
Joint 6235627 3 0.1007
Component Kurtosis Chi-sq df Prob.
1 3.068201 0.088212 1 0.7665
2 3.114867 0145173 1 0.7032
3 4744084 1098315 1 0.0009
Joint 11.21653 3 0.0106
Component Jarque-Bera df Prob.
1 4523107 2 0.1042
2 1.805634 2 0.4054
3 11.12342 2 0.0038
Joint 105.2628 25 0.0000

modelo VAR(2) em diferencas do logaritmo: CONS/INVEST/REND
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MODELOS VAR

Avaliacao do diagnostico
O teste de hereroscedasticidade de White ¢ uma extensdo do teste de
White (White, 1980) para testar a heteroscedasticidade ndo condicionada nos
erros das equacdes do sistema VAR (Kelejian, 1982 e Doornik, 19993). O teste
consiste em correr a regressao de cada um dos produtos cruzados dos
residuos sobre os produtos cruzados dos regressores e testar a significancia

conjunta da regressao.

A estatistica LM do teste tem distribuicdo do qui-quadrado com mn graus de

liberdade,

LM,

white

~y2(mn),

onde m=k(k+1)/2 &€ o numero de produtos cruzados dos residuos no

sistema e n é o numero de variaveis do segundo membro incluidas na

regressao do teste de White.
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MODELOS VAR

Avaliacao do diagnostico

VAR Residual Heteroskedasticity Tests: No Cross Terms (only levels and squares)
Sample: 1995Q1 201004
Included observations: 61
Joint test:
Chi-sq df Prob.
102.1364 72 0.0113
Individual components:
Dependent R-squared F(12,48) FProb. Chi-sq(12) Frob.
res1*rest 0.232002 1.208347 0.3051 14 15212 02911
res2'res2 0.380841 2460372 0.0136 2323128 0.0258
res3‘res3 0.460433 3413355 0.0012 28.08643 0.0054
res2*rest 0.342482 2.083484 0.0364 20.89140 0.0520
res3‘res’ 0410120 2781038 0.0059 2501731 0.0147
resi*res2 0.376524 2. 415641 0.0153 2296795 0.0280

Jorge Caiado
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MODELOS VAR

Avaliacao do diagnostico

VAR Residual Heteroskedasticity Tests: Includes Cross Terms

Date: 09/12/14 Time: 17:54

Sample: 1995Q1 201004

Included observations: 61
Joint test:

Chi-sq df Prob.

185.2992 162 0.1014
Individual components:
Dependent F-squared F(27.33) Prob. Chi-sq(27) Frob.
res1 res’ 0.514292 1.294151 0.2385 31.37182 0.2561
res2*res2 0574144 1.647817 0.0859 35.02281 0.1383
res3‘res3 0.709421 2.983937 0.0016 43.27467 0.0245
res2res’ 0.632934 2.107488 0.0212 38.60899 0.0687
res3*res’ 0.630101 2081981 0.0230 38.43614 00712
res3‘res2 0.563805 1.579788 0.1053 34 39212 0.1549
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MODELOS VAR ESTRUTURAIS

Embora o modelo VAR sem restricbes, seja (por simplicidade) o modelo
VAR(1),

Yi=A+AY  +&,

conduza a previsées ndo enviesadas e de variancia minima, se estiver
disponivel informacdo a priori acerca de qualquer um dos coeficientes do
modelo, sera obviamente possivel melhorar a precisdo dos estimadores e

reduzir a variancia dos erros de previsao.
Considere-se um modelo VAR(1) bivariado escrito na forma reduzida:

Y1r - bm - b12Y2: + C11Y;,r—1 + C12Y2,r—1 + Uy

Yor = by — byY; + C21\‘/1;—1 + szyz;r—1 + Uy,

{ 1 bu}{‘/“ } {bm}rrﬂ C12}{ﬁ,r1}+{&’1r} 2)
by, 1Y, bag Coy Coo || You 4 Uy,

Jorge Caiado 64
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MODELOS VAR ESTRUTURAIS

ou ainda

BY, =I,+L)Y._,+U,. (3)

Pré-multiplicando ambos os membros por B', obtem-se o VAR na forma

{Yu } _ {am} N {311 512}{\‘/1“ } N {En } (4)
Yo Ay 8y @y | Yo, €o

Yi=A+AY  +e, ()
onde: A =BT, A =B T,es =B"u,.

standard:

ou
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MODELOS VAR ESTRUTURAIS

O objectivo da analise VAR estrutural é usar a teoria econdmica para
recuperar as inovagdes estruturais dos residuos g, e e,, pois se
pretendermos obter as funcdes de resposta a impulsos ou as fungdes de

decomposi¢do da variancia, € necessario usar os choques estruturais (U, e

u,,) € ndo os erros de previséo (g, e &,,).

A decomposicédo de Choleski impde um forte pressuposto acerca dos erros

estruturais do modelo. Suponha que na relacao (1), se escolhe uma

ordenacdo das variaveis tal que b,, =0, o que resulta em

Yy =byg — by Yo + €Y +Cp Yo 4 Uy,

Yo = by + C21Y1,r—1 + szyz,m + Uy,
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Neste caso a relac&o entre os choques estruturais u, e U, e 0s erros de
previsdo e, € &,,, passa a ser:

&y = Uy — byl

€y = Uy

ou
Uy = &y + Dty
Uyt = &y
E portanto, impor a restricdo b,, =0 é equivalente a assumir que Y,, tem um
efeito contemporaneo sobre Y,, mas Y, ndo tem um efeito contemporaneo

sobre Y,, mas apenas ao fim de um periodo. Este pressuposto deve ser

devidamente justificado pela teoria econémica, caso contrario, os choques
podem n&o ser correctamente identificados. Mais, nestas condi¢des, as
fungdes de resposta a impulsos e de decomposi¢cao da variancia deixam de

fazer sentido.
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Decomposicao de Sims-Bernanke

Considere-se um modelo VAR(1) com n=3 variaveis:

1T by by || Y b Ciy Cip Cia| Yiy Uy
byy 1 by | Yo |=| By |+ Cop Cop Cog | You |+ Uy
by, by, 1Yy, by Cyy Cay Cas | Yasy Us;

ou
BY, =1,+L,Y,_, +u,.
Pré-multiplicando ambos os membros por B, sai:
Y,=B'[,+BT\Y,,+Bu,
ou
Y, = A +AY, +e,,
onde A, =B'T,, A, =BT, e =B7u,.

O problema & obter os valores observados de ¢, e restringir o sistema de

modo a que se consiga recuperar U, através da relacéo U, =Be,.
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Decomposicao de Sims-Bernanke
Exemplo de aplicacao:

Suponha-se que se tem 5 observac¢des residuais de um processo VAR(1)

bivariado:
t 1 2 3 4 5
€4t 1 -0.5 0 -1 0.5
€y 0.5 -1 0 -05 1

ldentifigue os choques estruturais atraves da decomposicdo de Choleski,

impondo a restricdo b,, =0.

E se considerasse a decomposi¢ao de Choleski impondo a restricao b,, =07

A decomposicao de Choleski é apenas uma das formas possiveis de
identificacao de restricdes. Existem outras alternativas: restricao dos

coeficientes, restricdo da variancia e restrices simétricas.
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MODELOS VAR ESTRUTURAIS
Decomposicao de Blanchard-Quah

Para ilustrar o método de decomposicao de Blanchard-Quah, suponha-se que

estamos interessados em decompor um processo Y, ~/(1) nas duas
componentes, temporaria e permanente. Seja Z, ~/(0) uma segunda variavel

que e afectada pelos mesmos dois choques. Se omitirmos os termos

independentes, a representagdo média do processo bivariado Y, e Z, vem

dada por:
ﬂyf = ZCﬂ(k)Uq,f_k + Zcuu()uz,r—k
k=0 k=0

Z, = Zcm{k)uu—k + Zczz(k)uz,r—k
k=0 k=0

ou, na forma compactada

ﬂYF B Cﬂ(!—) C12(L) Uy 1
Z _{Cm(L) CQQ(LJ Uy, W
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Decomposicao de Blanchard-Quah

Para decompor Y, nas suas componentes, permanente e temporaria, é
necesario assumir que um dos choques tem um efeito temporario sobre Y,

Blanchard e Quah assumem que um choque na procura agregada nao tem

um efeito de longo prazo sobre o GNP real. Neste caso, o efeito cumulativo

de um choque de u, sobre AY, deve ser igual a zero, e portanto, os

coeficientes de ¢, (k) sé&o tais que:

Zcﬂ(k}uu—k =0,
k=0

0 que para qualquer possivel realizacao de u,,, implica que:

S ¢,y (k)=0.
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Decomposicao de Blanchard-Quah

Jorge Caiado

Comos choques do lado da oferta e do lado da procura ndao séao observados,
coloca-se o problema de como recupera-los da estimacao do VAR. Comos as

variaveis sao estacionarias, podemos representar o VAR através da forma:
{’—\Yr} _ |:A‘H('L) A12(L)}{5Yr—1} N {Sw } 2)
Z, Ay(L) ApL)| Z,, Sot

X, = AL)X,_, +¢,

ou

A guest&o critica é que os residuos do VAR, ¢, e &,,, sdo composi¢cdes das
inovacdes puras u, e U,,. Por exemplo, &, € 0 erro de previsdo a um passo
a frente de Y,, isto é, e, =AY —E, ,(AY,). A partir do modelo VMA, o erro de
previsdo a 1-passo a frente vem dado por c¢,,(0)u,, +¢,,(0)u,,. Como as duas

representacdes sdo semelhantes, temos que
£ = Cp1(O)uy, + €1, (0)uy,
e, por analogia,

€5 = Co (YU, + Coy (0,
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Decomposicao de Blanchard-Quah

Se ¢,,(0),¢,,(0),c,,(0)ec,,(0) forem conhecidos, € possivel recuperar u, e

u,, a partir dos residuos ¢, e &,,. Blanchard e Quah mostram que a relacao

entre 0 modelo VAR dado em (2) e o modelo VMA dado em (1) mais a relagao

de longo prazo Zcﬂ(k):{), formam exactamente 4 restricbes que podem
k=0

ser usadas para identificar estes quatro coeficientes.

Notando que os residuos do VAR podem sem usados para construir
estimativas de Var(e, ), Var(e,,), cov(e, e, ) =C0V(e,E, ), as 4 restricbes séo

as seguintes:
Restricdo 1) var(e, )= c2(0)+c(0)
Restricdo 2) var(e,,)=c>,(0)+c2(0)

Restrigdo 3) E(s,c,,) = ¢,,(0)6,,(0) + ¢,,(0)c,,(0)

Restricio 4) [1—iazz(k)}cﬁ(OHiam(k)cm(tl):O
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Exemplo de Aplicacdo: Dados macroeconométricos de Portugal

Structural VAR Estimates
Date: 11/12/12 Time: 14:36
Sample (adjusted): 1995Q3 2010Q4
Included observations: 62 after adjustments
Estimation method: method of scoring (analytic derivatives)
Convergence achieved after 7 iterations
Structural VAR is just-identified
Model: Ae = Bu where E[uu'l=I
Restriction Type: short-run pattern matrix
A=
1 0 0
C(1) 1 0
C(2) C(3) 1
B =
C(4) 0 0
0 C(5) 0
0 0 C(8)
Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
c(1) -2.549536 0.444391 -5.737148 0.0000
C(2) -0.084197 0.057246 -1.470788 0.1413
C(3) -0.027930 0.013222 -2.112286 0.0347
C(4) 0.007303 0.000656 11.13553 0.0000
C(5) 0.025555 0.002295 11.13553 0.0000
C(6) 0.002661 0.000239 11.13553 0.0000
Log likelihood 636.0425
Estimated A matrix:
1.000000 0.000000 0.000000
-2.549536 1.000000 0.000000
-0.084197 -0.027930 1.000000
Estimated B matrix:
0.007303 0.000000 0.000000
0.000000 0.025555 0.000000
0.000000 0.000000 0.002661

Figura 44: Decomposi¢ao estrutural com restricdes de curto prazo
VAR(1) em diferencas de logaritmo para CONS/INVES/REND
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Exemplo de Aplicacdo: Dados macroeconométricos de Portugal

Structural VAR Estimates

Date: 11/12/12 Time: 15:14

Sample (adjusted): 1995Q3 2010Q4

Included observations: 62 after adjustments

Estimation method: method of scoring (analytic derivatives)
Convergence achieved after 7 iterations

Structural VAR is just-identified

Madel: Ae = Bu where E[uu']=l
Restriction Type: long-run pattern matrix
Long-run response pattern:

C(1) C(2) C(4)
0 C(3) C(5)
0 0 C(6)
Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
Cc(1) 0.004488 0.000403 11.13553 0.0000
C(2) 0.003979 0.000673 5.914872 0.0000
C(3) 0.026996 0.002424 11.13553 0.0000
C(4) 0.019812 0.001935 10.23680 0.0000
C(5) 0.056612 0.006132 9.232313 0.0000
C(6) 0.016719 0.001501 11.13553 0.0000
Log likelihood 636.0425
Estimated A matrix:
1.000000 0.000000 0.000000
0.000000 1.000000 0.000000
0.000000 0.000000 1.000000
Estimated B matrix:
0.005232 0.002640 0.004358
-0.002186 0.025737 0.018237
-0.000533 -0.000555 0.002878

Figura 45: Decomposicéo estrutural com restricdes de longo prazo
VAR(1) em diferencas de logaritmo para CONS/INVES/REND

Jorge Caiado
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COINTEGRACAO E MODELOS VEC

A cointegracao refere-se a relacao de equilibrio no longo prazo entre duas ou
mais séries temporais nao estacionarias. O conceito foi formalmente
introduzido por Granger (1981) e Engle e Granger (1987) e traduz-se no
seguinte.

Sejam B =(B,,B,.....B,) um vector de k parametros e Y, =(Y,.Y,.....Y,;) um

vector de k variaveis econémicas com caracteristicas de equilibrio no longo
prazo, tal que a situacao de equilibrio ocorra quando se verifica a restri¢ao,
BY, =0.

Na maior parte do tempo Y, encontra-se fora da situacao de equilibrio, sendo

a distancia a que o sistema se encontra da situac&o de equilibrio, designada

por erro de equilibrio, dada por

E =BY,

t t-

Jorge Caiado
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COINTEGRACAO E MODELOS VEC

Estes desvios devem ser limitados para que o processo do erro de equilibrio
seja estacionario. Assim, diz-se que as componentes do vector
Y, =(Y,,Y,....Y,,) sao cointegradas de ordem (d,b), e designa-se por
Y, ~CI(d.b) se:
» Todas as componentes do vector Y, sao integradas de ordem d ou
I(d);
= Existe um vector g =(B,,B,....,8,)" tal que a combinag&o linear BY, seja
integrada de ordem d—-b ou /(d—-b),com b=>0.
Nesta combinacdo linear, o vector p € chamado o vector cointegrante. Por
exemplo, considerando o caso mais comum em que d =b =1, se o vector Y,
é cointegrado, cada componente ou variavel de Y, é integrada de ordem 1 ou
(1), e a combinacéo linear dessas variaveis é integrada de ordem 0 ou /(0),

sendo, portanto, esta ultima estacionaria.
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20
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Séries simuladas de dois processos integrados: Z, =, +g, e W, =5+ 1, +¢,,,
onde u, =u,,+&, € um passeio aleatério; Z, e W, séo cointegradas ou

cl(1,1)
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Erro de equilibrio: E, =W, - Z,
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Séries simuladas de dois processos integrados: Z, =2, ,+¢,, e W, =W,_, +¢,,

. Z, e W, nao sao cointegradas
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Residuos da regresséo de cointegracéo: W, =a+bZ +u,
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Se as variaveis Y, e X, forem n&o estacionarias ou integradas de ordem um

I(1), a regressao de cointegracé&o (ou de equilibrio de longo prazo),

Yr :BU+B1Xt+ur’

em geral, conduz a estimativas 61 e B2 pouco satisfatérias (fendmeno de
regressao espuria). Uma forma de ultrapassar este problema consiste em
diferenciar as variaveis para assegurar a sua estacionaridade, isto €, de modo

a que AX, ~1(0) e AY, ~1(0), e depois estimar a regressao,
AY, =a, +a,AX, + Au,,

Este modelo produz estimativas correctas para a, e a,, resolvendo o

problema da regressao espuria. No entanto, o modelo perdeu a informacao
sobre a relagao de equilibrio de longo prazo, frequentemente estabelecida
pela teoria econdémica, conseguindo apenas captar a relacado de curto prazo
entre as variaveis. Para resolver este problema, foi introduzido o modelo de

correccgao do erro.
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Como vimos anteriormente, se Y, e X, s&o cointegradas, existe uma
combinac¢é&o linear de Y, e X, que é estacionaria ou /(0). Deste modo, os

residuos da equacao de cointegracéao,
ar: Y, _B1 _Bzxrs
representam uma combinagéo linear de Y, e X, no longo prazo.
Nestas condigdes, como 0, € I(0), podemos expressao a relagéo entre Y, e

X, através de uma especificacdo de modelo de correccao do erro ou ECM

(Error-correction model):

AY, =b, + bAX, + U, +€,,

onde d, =Y, —f,—B,X,, representa o erro desfasado um periodo estimado
da equacado de cointegracdo; b, representa o impacto da variagdo de X,
sobre Y, (efeito de curto prazo); e = representa o efeito de ajustamento, isto &,

mede a rapidez com que qualquer desequilibrio no periodo anterior influencia

o equilibrio de longo prazo.
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Formalizando:

Num modelo de correc¢do do erro (MCE), a dinamica de curto prazo das
variaveis no sistema é influenciada pelo desvio em relagcdo ao equilibrio de

longo prazo. Supondo que as variaveis Y, e X, sao /(1), um modelo simples

de correcc¢ao do erro pode ser expresso por:

AX, =a,(Y,, —BX,_,)+&,, como,>0
AY, =—a, (Y —BXi) + 85,  COMa,>0

onde g, e &, sao ruidos brancos que pode estar correlacionados, o, e o,

sao parametros que representam a velocidade de ajustamento com que
qualquer desvio (ou desequilibrio) no periodo anterior afecta o equilibrio de

longo prazo, e 3 € um coeficiente que representa a resposta de longo prazo.

Jorge Caiado
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Estes resultados podem ser generalizados para um modelo com k variaveis.

Seja Y, =(Y,,....Y,;) um vector de k variaveis endégenas que admite uma

representac@o de modelo de correc¢éo do erro da forma:

AY, =11Y, , + LAY, +---+I1 AY, , +g,,

onde IT é uma matriz kxk com elementos =, tal que pelo menos um =, =0

, II, sdo matrizes kxk com elementos =n_(/); ¢, =(g,-..,€,) € um vector

kx1 de perturbacdes aleatérias. Se todas as variaveis de Y, forem /(1) e

existir uma representacao de correccao do erro dessas variaveis na forma
anterior, entdo existe uma combinacdo linear de variaveis /(1) que é

estacionaria.
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Para melhor ilustrar a relacdo entre a cointegracdo e o mecanismo de

correc¢ao do erro, considere-se um modelo simples VAR(1) bivariado:
Yo =a,Y+anX, +ey (1)
X =ayY  +ayX,  +ey (2)

onde ¢, e &, sao termos ruido branco que podem estar correlacionados

entre si. Usando o operador atraso, podemos escrever as equacoes (1) e (2)

na forma
(1 —4a, 1’-)\/; _a1zLX: =&y (3)
—ayLY, +(1-ayl)X, =&, 4)

Resolvendo em ordema Y, e X,, e utilizando notagao matricial, vem

T—aL —apl |Y, | |&
—ayl 1-a,l | X, B Eat

Jorge Caiado
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Usando a Regra de Cramer para resolver esta equac&o matricial, obtém-se as

solucdes de Y, e X,:

v - (1-a,,l)e, +a,.Le,, (5)
" (1-a,L)(1-a,l)-a,a,l’

ayle, +(1-a,L
X, = pil ey +( ko _ (6)
(1-aL)(1-axyl)—apasl

Fazendo (1-a,L)1-ayl)-a,a,”’=0 e resolvendo esta equacgio
caracteristica inversa em ordem a L, obtém-se duas raizes caracteristicas
inversas. Se fizermos A =1/L, podemos escrever a equacao caracteristica

(como alternativa a equacéo caracteristica inversa) na forma
~2
K —(ay,+ay, ) +(a,8,, —8,,8,,)=0 (7)

Como as variaveis tém a mesma equagao caracteristica, as raizes

caracteristicas da equacédo (7), 2, e i,, determinam a comportamento

temporal de ambas as variaveis.

Jorge Caiado
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Para assegurar que as variaveis sejam C/(1,1), uma das raizes
caracteristicas tem que ser igual a 1 e a outra inferior a um em valor absoluto.

Para conseguir que a maior das duas raizes seja igual a 1, basta fazer

(@)1 +a8y)+ \/(‘311 +ay )2 —4(a,,a,5, —a,8,)
2

=1

ou

1 1 > 5
E(aﬂ +azz)+§\/a11 "'322 _2311322 "‘4312321 =1

Depois de algumas simplificacdes, pode mostrar-se que

_ (1- r ) — 8,58,
1-a,

11
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Em relacdo a segunda raiz caracteristica, como a,, e/ou a,, tém que ser

diferentes de zero se as variaveis forem cointegradas, a condi¢cao |1,/ <1
requer que

a,, >—1
e

8,8y, + a2y <1

Em resumo, as principais implicagcées do modelo de correc¢dao do erro sao

as seguintes:
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1. As restricdes impostas sobre os parametros para assegurarem que

as variaveis sejam cointegradas de ordem (1,1) garantem que um
modelo de correccdo do erro existe. No nosso exemplo, Y, e X,
Sd0 processos que contem uma raiz unitaria, mas a combinacéo

linear Y, ,—pBX,, é estacionaria; o vector cointegrante normalizado

é [1-(1-a,)/a,,]; as variaveis admitem uma representacdo de
modelo de correc¢do do erro com coeficientes de velocidade de
ajustamento o, =-a,.a,,/(1-a,,) e o, =a,,. Por outro lado, o

modelo de correccdo do erro para variaveis [(1) implica
necessariamente cointegracdo (teorema de representacdo de

Granger).
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2. Um sistema cointegrado pode ser visto como um modelo VAR

com restricdes sobre os seus coeficientes. Seja o0 modelo VAR

{ﬁ\ﬁ}_{aﬂ—’l ay; }{Ym }_{Sw}
AX, dy, a,—1] X Eot

ou, em notacao abreviada,
AY, =TIX, , +¢,

N&do é apropriado a estimacdo de um modelo VAR de variaveis
cointegradas usando apenas as primeiras diferencas, isto e,

AY, =¢,. A ndo inclusdo do termo ILX, , vai eliminar o mecanismo

de correc¢é&o do erro do modelo.
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3. Interpretacdo do conceito de causalidade a Granger num

sistema cointegrado em que uma variavel é exogenamente fraca.

Num sistema cointegrado, Y, ndo causa a Granger X, se 0s
valores desfasados AY,, ndo entrarem na equacédo de AX, e se
X, néo responder aos desvios em relacdo ao equilibrio de longo
prazo. Nestas condicdes, diz-se que X, €& uma variavel

exogenamente fraca.
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Exemplo de aplicacgao:

Precos do carvao, gas e CO2 entre 2/1/2008 e 11/11/2011 (dados semanais

obtidos através das medias das observacdes diarias).

30
——CARVAO| | oz
VAN —— Co2
—— GAS 20
15
240
10
200 4
5
160 - L0
120 -
80
40 T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T
I T (Y | Y Y2 O (N T
2008 2009 2010 2011

Séries semanais dos precos do Gas, CO2 e Carvéao
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Estimacao do modelo de correcc¢do do erro VEC(2) tri-dimensional (Carvao,

Jorge Caiado

Vector Error Correction Estimates

Date: 11/08/12 Time: 16:49

Sample (adjusted): 23/01/2008 20/07/2011
Included observations: 183 after adjustments
Standard errors in () & t-statistics in [ ]

Cointegrating Eq: CointEqg1
CARVAO(-1) 1.000000
CO2(-1) -20.58283
(4.42290)
[-4.85370]
GAS(-1) 2542139
(7.68378)
[ 3.30845]
Cc 79.52030
Error Correction: D(CARVAQ) D(CO2) D(GAS)
CointEg1 -0.011715 0.000396 -0.002121
(0.00710) (0.00111) (0.00032)
[-1.65109] [ 0.35529] [-4.05026]
D(CARVAO(-1)) 0.373780 0.017811 0.009373
(0.07419) (0.01185) (0.00547)
[ 5.03837] [ 1.52892] [ 1.71223]
D(CARVAO(-2)) 0.062693 0.000520 -0.005615
(0.07204) (0.01131) (0.00532)
[ 0.87021] [ 0.04596] [-1.05619]

CO2 e Gés)
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Roots of Characteristic Polynomial Inverse Roots of AR Characteristic Polynomial
Endogenous variables: CARVAO CO2 GAS
Exogenous variables: 1.5
Lag specification: 1 2
Date: 11/08/12 Time: 16:51 104
Root Modulus
0.5
1.000000 1.000000 .
1.000000 1.000000 . *
0.864514 0.864514 009 . —
0.592157 - 0.159648i 0.613301 .
0.592157 + 0.159649i 0.613301 -0.5
0.095812 - 0.292506i 0.307798
0.095812 + 0.292506i 0.307798
-0.232137 - 0.086937i 0.247882 -1.04
-0.232137 + 0.086937i 0.247882
VEC specification imposes 2 unit root(s). 1'5_1_5 10 05 00 05 10 15
Raizes caracteristicas do VEC(2) Grafico das raizes caracteristicas do VEC(2)
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Date: 11/08/12 Time: 16:52
Sample: 2/01/2008 9/11/2011
Included observations: 183

VEC Granger Causality/Block Exogeneity Wald Tests

Dependent variable: D(CARVAQ)

Jorge Caiado

Excluded Chi-sq df Prob.
D(C0O2) 7.091115 2 0.0289
D(GAS) 7.683081 2 0.0215
All 14.61865 4 0.0056
Dependent variable: D(CO2)
Excluded Chi-sq df Prob.
D(CARVAO) 2.938263 2 0.2301
D(GAS) 0.140415 2 0.9322
All 2.939782 4 0.5680
Dependent variable: D(GAS)
Excluded Chi-sq df Prob.
D(CARVAO) 3.059678 2 0.2166
D(C0O2) 12.57908 2 0.0019
All 13.59210 4 0.0087

Teste de causalidade a Granger/exogeneidade do VEC(2)
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A metodologia de Engle-Granger para testar a cointegracdo goza de facil

implementacdo mas tem importantes limitacdes:

» QOs testes de raizes unitarias aos residuos das regressdes de

cointegracao s&o equivalentes apenas assintoticamente;

» O método de Engle-Granger ndo consegue estimar separadamente
multiplos vectores cointegrantes (em sistemas com 3 ou mais
variaveis);

* Sendo o método de Engle-Granger um processo de estimagcao bi-
etapico, em que as estimativas da equacéo da 22 etapa utilizam os

residuos obtidos na equacao da 12 etapa, qualquer erro introduzido na

12 etapa passa para a 22 etapa.

Para ultrapassar estas limitacdes, Johansen (1988) introduziu uma
metodologia de analise de cointegracdo baseada na caracteristica da matriz
dos parametros do modelo VAR e suas raizes caracteristicas, que permite
testar todos os vectores cointegrantes para um determinado conjunto de

variaveis.
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Para ilustrar melhor estes conceitos, considere-se um modelo VAR(1) com k

variaveis
Y, =AY +&, (1)
ou
AY, =AY =Y +&
=(A -1)Y,_ +¢ (2)
=I1Y,, +¢,,

onde TT=A,~/ € uma matriz kxk e n, representa o elemento da j-ésima

linha e s-ésima coluna da matriz II. Como se vera de seguida, a caracteristica

de II = A, —/ da-nos o numero de vectores cointegrantes.
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Jorge Caiado

Se a caracteristica da matriz II for zero, rank(Il)=0, entdo todos os

elementos de II sao nulos. Neste caso, a relagcdo (2) é equivalente a ter um

modelo VAR em primeiras diferencas,
AY, =¢,, (3)

onde a primeira diferenca de cada uma das varidveis no vector Y, é

estacionaria ou integrada de ordem 0, AY, ~/(0). E assim, cada uma das

variaveis Y, contém uma raiz unitaria (Y, =Y,

., +¢g,) e nao existe nenhuma

combinacdo das variaveis que seja estacionaria.

Se a caracteristica da matriz IT for completa (“full rank”), rank(IT1)=k, a

solucédo de longo prazo da relacédo (2) € dada pelas k equacgdes

iIndependentes

MYy + T Yo oo+ 1, Y, =0
Ty Yy + gy Yo+ + 15, Y, =0 (4)

M Yor + Ty Yo +--+ 1, Y, =0

Cada uma destas k equacdes € uma restricdo independente da solucédo de

longo-prazo. Como todas as variaveis sdo estacionarias, estas ndo podem ser

cointegradas.
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Nos casos intermédios, em que a matriz de coeficientes II tem

caracteristica reduzida r < k, rank(Il)=r <k, existem r vectores

cointegrantes (ou r equagdes independentes) e K —r tendéncias estocasticas
no sistema. Se r =1, existe um Unico vector cointegrante dado por qualquer
linha da matriz de coeficientes I1. Neste caso, podemos escrever cada termo

AY, na forma de correccao do erro. Por exemplo, AY,, pode escrever-se
como

AY, =m, 1Y1,r—1 + ﬂ512\‘(2;:—1 teeet TE1;<Y;<,r—1 T &y
ou, normalizando emrelagao a Y, ,, e fazendo o, =m, e By, =7, /my,

AYy = ('”‘-1(Y1,r—1 + 512}/2::—1 +---t B1kyk,r—1)+ €1t

No longo prazo, a varidvel Y,satisfaz a relacao
y1,r—1 + B12Y2,r—1 Tt B1kykif—1 =0

Assim, [1B,,.B,s..... B, |& 0 vector cointegrante normalizado e o, é o parametro

da velocidade de ajustamento.
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VAR model (no drift or intercept)

COINTEGRACAO E MODELOS VEC
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VAR model with constant term
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Jorge Caiado

Segundo a metodologia de Johansen (1991,1995), testar a cointegracao

entre um grupo de variaveis nao estacionarias consiste nos seguintes passos.

Considere-se o0 modelo VAR de ordem p:
K:A1Yr—1+”'+Ap\/t—p+8f= (7)

onde: Y, € um vector de k varidveis ndo estaciondrias ou integradas de ordem

1ou /(1); e & € um vector de perturbagdes aleatdrias.

Este modelo pode escrever-se na seguinte forma, adicionado e subtraindo

ao segundo membro o termo A)Y,

Yr = A1Yr—1 + Azyr—z +eeet (Ap—1 + Ap )Y:—p+1 - ApAY:—pn T&. (8)
Se agora adicionarmos e subtrairmos o termo (A, +A))Y,_,.,, resulta
Y =AY+ AY (A ADAY o —AAY e (9)

Seguindo o mesmo procedimento com 0s sucessivos termos, obtém-se
p—1

AY, =TIV, + S TAY,, +¢,, (10)

i=1

P
onde H:;A,.—I; L[ =-2A. 103
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Segundo o teorema de representacdo de Granger, se a matriz de
coeficientes II tiver caracteristica reduzida r < k, entdo existem duas

matrizes o e B, cada uma com caracteristica r, tal que:

I[1=af

'Y, ~1(0)
onde:
a € a matriz kxr dos coeficientes da velocidade de ajustamento;
B é a matriz kxr dos coeficientes de longo-prazo;
r € o numero de relagcdes de cointegracao;

cada coluna de 3 € um vector cointegrante.
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O método de Johansen (Johansen, 1988) consiste em estimar a matriz de
coeficientes IT a partir de um modelo VAR sem restricdes e testar se as

restricdes impostas pela caracteristica da matriz I podem ser rejeitadas.

Suponha que se obtém a matriz I e se ordena as k raizes caracteristicas,
talque A, =2, > > A,

» Se as variaveis de Y, forem n&o cointegradas, a caracteristica da

matriz II é zero, rank(Il)=r=0, e todas as suas raizes

caracteristicas serdo nulas, 2, =0 para i =12,..., k. O mesmo sera

dizer que In(1—-x,)=0 para i=12...,K.

» Se a caracteristica da matriz IT é um, rank(Il)=r =1, a maior raiz
caracteristica assume um valor no intervalo 0 <, <1 e In(1-2,) <0,
engquanto que as outras raizes caracteristicas sédo nulas, A, =0 para

i=2,..,k,assimcomo In(1-%,)=0 para i=2,.. k.
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Teste do traco

Hipdtese nula (Hp):

Estatistica do teste:

Valores criticos:

O numero de vectores cointegrantes distintos € menor
ou igual a r (caracteristica da matriz II) contra uma

alternativa genérica.

K i~
Apmee(F)=—T Zln(’l -A\;),

i=r+1

onde i, é o valor estimado da raiz caracteristica (ou
valor préprio) da matriz estimada de I1 e T € o numero

de observacgdes utilizadas.

Sao obtidos através de um método de simulacéo de
Monte Carlos (Osterwald-Lenum, 1992).

Jorge Caiado
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Teste do maximo

Hipotese nula (Hp): O numero de vectores cointegrantes € menor ou igual
a r contra a alternativa de r+1 vectores

cointegrantes.

Estatistica do teste: %, (r.,r +1)=-TIn(1-7,_,)

A‘max

onde %, € o valor estimado da raiz caracteristica (ou

valorpréprio) da matriz estimada de Il e T é o namero

de observacdes utilizadas.

Valores criticos: S&o obtidos através de um método de simulacdo de
Monte Carlo (Osterwald-Lenum, 1992).

Nota: a maioria das tabelas estatisticas (Osterwald-Lenum, 1992), fornecem

os valores das distribuicdes empiricas das estatisticas »,___(r) e &__ (r,r+1)

trace ( max (

para k—r e dimensdes de teste 1%, 2.5%, 5% e 10%. Os resultados dos

testes do traco e do maximo podem n&o ser coincidentes.

Jorge Caiado
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O EViews considera as seguintes especificacdes dos testes de cointegracao
de Johansen (1995, p. 80-84):

1) I1Y,, = ap'Y,, (Dados das séries sem tendéncia deterministica e equacgdes

de cointegra¢ao sem constante ou tendéncia)

2) IIY, ,=a(p'Y,,+p,) (Dados das séries sem tendéncia deterministica e
equacdes de cointegracdao com constante)

3) IIY, ,=a(p'Y,,+py)+ .7, (Dados das séries com tendéncia linear
deterministica e equacgdes de cointegracao com constante)

4) 11Y,_, =B Y, +pg +pif)+ .7, (Dados das seéries com tendéncia linear
deterministica e equacgdes de cointegracao com constante e tendéncia)

5) IIY, ;= a(B'Y, s +pg +pi)+ 0 (v, +v,f) (Dados das séries com tendéncia

quadratica deterministica e equac¢des de cointegracdo com constante e

tendéncia)

Nota: Os termos associados com «, s&o termos deterministicos obtidos fora

das relacdes de cointegracao. —_—
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Exemplo de aplicagao:

Considere a base de dados macroecondémica dos Estados Unidos
(Quarterly xIs ou Quarterly US.wk1) entre 1960Q1 e 2008Q1, na qual se

pretende analisar as rela¢des de cointegrac&o entre as variaveis:
TBILL = taxa de juro de bilhetes do tesouro a 3 meses;
R3 = taxa de juro de bilhetes do tesouro a 3 anos;

R10 = taxa de juro de bilhetes do tesouro a 10 anos.

16
\
14 —— TBILL
| A —R3
12 ! | —— R10

10 4 'I v \\

8 II'lll Iy . |
A (VATAAN
W aRy \ A\

-\‘ !
°] f VY LV AA /
Ay nJ / o
4_\CJMV
2
Goe0 19es 1970 1975 iden ies 1den ides 3000 3006
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Date: 23/08/12 Time: 16:36
Sample (adjusted): 1962Q1 2008Q1
Included observations: 185 after adjustments

Trend assumption: No deterministic trend (restricted constant)
Series: TBILL R3 R10
Lags interval (in first differences). 1to 7

Unrestricted Cointegration Rank Test (Trace)

Hypothesized Trace 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.**
None * 0.182744 52.59629 35.19275 0.0003
At most 1 0.069478 15.26272 20.26184 0.2117
At most 2 0.010437 1.940909 9.164546 0.7894
Trace test indicates 1 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level
* denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level
**MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values
Unrestricted Cointegration Rank Test (Maximum Eigenvalue)
Hypothesized Max-Eigen 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.*
None * 0.182744 37.33357 2229962 0.0002
At most 1 0.069478 13.32181 15.89210 0.1216
At most 2 0.010437 1.940909 9.164546 0.7894

Jorge Caiado

Max-eigenvalue test indicates 1 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level
* denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level
**MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values

Unrestricted Cointegrating Coefficients (normalized by b™S11*b=l):

TBILL R3 R10 C
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2.567876 -2.495452 0.169793 0.855835
2.289363 -5.442669 3.579285 -2.282104
0.736026 -1.602675 0.551175 2.538829

Unrestricted Adjustment Coefficients (alpha):

D(TBILL) -0.038389 -0.014653 0.061863
D(R3) 0.049346 0.056195 0.052376
D(R10) 0.093208 0.034052 0.035700
1 Cointegrating Equation(s): Log likelihood -T7.55777
Normalized cointegrating coefficients (standard error in parentheses)
TBILL R3 R10 C
1.000000 -0.971796 0.066122 0.333285
(0.15880) (0.16667) (0.23056)
Adjustment coefficients (standard error in parentheses)
D(TBILL) -0.098579
(0.12339)
D(R3) 0.126713
(0.11363)
D(R10) 0.239348
(0.08478)

2 Cointegrating Equation(s): Log likelihood -70.89686
Normalized cointegrating coefficients (standard error in parentheses)
TBILL R3 R10 Cc

1.000000 0.000000 -0.969104 1.252908
(0.05942) (0.44046)
0.000000 1.000000 -1.065271 0.946313
(0.04275) (0.31691)
Adjustment coefficients (standard error in parentheses)
D(TBILL) -0.132125 0.175551
(0.16527) (0.28763)
D(R3) 0.255364 -0.428990
(0.15148) (0.26364)
: D(R10) 0.317305 -0.417930
Jorge Caiado (0.11320) (0.19703) m




